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Pendeteksian Outlier pada Pengamatan dalam Model Linear Multivariat
dengan Metode Likelihood Displacement Statistic-Lagrange
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ABSTRACT

There are two different outliers, i.e outlier in observations and outlier in models. The existing outlier detection
method in models is using common Likelihood method. The limitation of this method is the optimal value
produced might be not the real optimal values. This research yields a method for outlier detection in multivariate
linear models with Likelihood Displacement Statistic-Lagrange method (LDL method). This method uses
multiplier Lagrange with constraint the confidence interval of parameter’s vector. This parameter’s vector is
obtained from the data set which is outlier free. This parameter estimation process uses numetical method with
Karush-Kuhn Tucker condition in nonlinear programming. This method compares between LDL value and the
table F value that follows the distribution of F value to indentify the outlier in models.

Keywords : Distribution of F, Likelihood Displacement Statistic-Lagrange, multivariate linear models,

nonlinear programming, outlier detection

PENDAHULUAN

Outlier  merupakan  pengamatan  yang
menyimpang sedemikian jauh dari pengamatan
lain (Hawkins 1980), dapat mempunyai efek
bagi pengambilan suatu kesimpulan atau
keputusan pada penelitian. Qutlier dibedakan
atas outlier pada pengamatan univariat atau
multivariat dan outlier pada model linear
univariat atau multivariat.

Pendeteksian outlier pada model linear telah
dilakukan antara lain oleh Srivastava & von
Rosen (1998), Cook (2000), Adnan et al.
(2003), dan Diaz-Garcia et al. (2007). Xu et al.
(2005) mengembangkan jarak Cook’s univariat
untuk mendeteksi outlier pada model linear
multivariat. Metode yang digunakan adalah
Metode Likelihood Displacement Statistic
(Metode LD), yaitu suatu metode yang
menghilangkan pengamatan yang outlier pada
model; Metode Likelihood Ratio Statistic for a
Mean Shift (Metode LR), yaitu suatu metode
dengan cara pergeseran rata-rata pada model;
dan Metode Multivariate Leverage yang
mengguna-kan elemen dari the average

diagonal QAm untuk mengukur keekstriman

dari m pengukuran pada variabel independen.
Makkulau et al. (2008) membahas prosedur
Metode LD sedangkan Makkulau et al. (2009)

membahas aplikasinya di Pabrik Gula
Djombang Baru Jombang Provinsi Jawa Timur.
Xu et al. (2005) dalam mengestimasi parameter
dengan Metode LD dari model linear
multivariat bersifat umum, sehingga nilai
optimal yang diperoleh dari fungsi tujuan dapat
saja bukan merupakan nilai yang paling
optimal. Oleh karena itu digunakan pengganda
Lagrange, schingga nilai optimal yang
diperoleh merupakan nilai yang paling optimal
pada daerah  kepercayaan yang telah
ditentukan.

Penelitian ini mengkaji tentang
pendeteksian outlier pada pengamatan dalam
model linear multivariat sebagai
pengembangan Metode LD dengan
menggunakan pengganda Lagrange yang
disebut Metode Likelihood Displacement
Statistic-Lagrange (Metode LDL). Pengganda
Lagrange yang digunakan adalah daerah
kepercayaan dari vektor parameter dimana
pengamatan yang diduga outlier telah
dihilangkan.

Model linear multivariat
Model linear multivariat adalah model linear
dengan variabel dependen lebih dari satu

(Christensen 1991). Misalkan X, X,.L . X,

adalah variabel independen dan Y,Y,L .Y,
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adalah variabel dependen, jika dilakukan n
pengamatan yang diambil pada setiap variabel

dependen yang ditulis »,, »,,L , ¥, dimana

i=1,2,L,n, atau:

V=B B HEXL 0 AR

dimana #=1,2,L , q.

Model linear multivariat yang terdiri dari ¢
model linear secara simultan dapat ditulis
sebagai:

Y =XB+E (1)
dengan

Ll

Xoi i :I%AX%aXo/,I;z ’IX

B("”) "= Q/_P %/_?L ’ %/.g

dn E,, =[5, 5, Lg |

Estimasi parameter dan uji hipotesis model
linear multivariat
Pada model linear multivariat matriks error

E,, Z(E,h) merupakan matriks acak, dimana
i=1,2,L , idan 2 =1, 2,L , g. Diasumsikan

juga bahwa E(E) =0 dan matriks varian-

kovariansi-nya  adalah ~ Var(EE= 10 |
dimana [ adalah perkalian Kronecker dan
E=(0hh,) dengan h=1,2,L,q,

K =1,2,L , g, schingga E~N ( D01,

Dengan mengestimasi parameter B pada
(1), maka diperoleh:
B=(xx) xv- 2
Estimasi parameter X pada (1), yaitu:
A1 A\ T ~
£=—(Y-XxB) (Y-XB

n

¥ adalah estimator bias untuk X. Sedangkan
estimasi parameter X yang lain adalah:
1 AT R
S=——— XB XB S
el SR LA SR
merupakan estimator tak bias untuk X.

Vektorisasi matriks variabel dependen pada
(1) ditulis Vec(Y ) (Christensen 1991) adalah:

vee (v) (1, @vke B Yeo E ()

Dimana
Vec(E) ~ N, (0x Or ) &)
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dan Vel Y) N ([ 10 X Ye&B 1, )
Dengan menggunakan sifat hasil kali
kronecker diperoleh:

Vee(B) =(1, «(X'X]" XT)Vec(Y)

dan distribusi Vec( ]§) adalah:

-1

Vee(B) ~ N, (Vec(B) 20 (X'X)

alp+1)
Prosedur uji hipotesis parameter pada model
linear multivariat adalah:
H, :N'B=0 terhadap H :A'BI 0
dimana A" =p’X dan P adalah matriks

ortogonal  (Christensen 1991). Uji ini
didasarkan pada statistik uji:

oy m, (A TB[ A XX )
dimana M, =MP(P'MP] " P'M.

M. adalah matriks proyeksi pada H .

M=X(X'X] X'
M adalah matriks

kolom dari X.
Hipotesis nol ditolak jika nilai maksimum dari

likelihood di bawah H lebih besar dari nilai
maksimum keseluruhan.

proyeksi pada ruang

Outlier pada pengamatan dalam model
linear multivariat

Outlier pada pengamatan dalam model linear
multivariat dapat dibagi atas 3 kategori, yaitu
outlier terhadap nilai X; outlier terhadap nilai
Y; dan outlier terhadap nilai X dan Y.

Outlier dapat diklasifikasikan ke dalam
empat kelompok berdasarkan penyebabnya,
yaitu observasi umum; titik /everage baik;
outlier vertikal, dan titik Jeverage jelek
(Rousseeuw & Hubert 1997).

Metode pendeteksian Outlier  pada
pengamatan dalam model linear multivariat
Fungsi  likelihood dalam model linear
multivariat ditulis sebagai berikut (Christensen
1991 serta Rencher & Schaalje 2008):

L(B2)=(27)"5 T () 4)

1 ,
——tr( 2" (v -xB) (Y—XB))
2
Pendeteksian outlier pada pengamatan
dalam model linear multivariat oleh Xu et al.
(2005) mengembangkan jarak Cook’s univariat

dimana A =
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dengan menggunakan Metode LD, Metode
LR, dan Metode Multivariate Leverage.
Pendeteksian outlier dengan Metode LD
dilakukan  dengan cara  menghilangkan
pengamatan yang outlier pada model. Misalkan
ada m pengamatan dikumpulkan pada
himpunan tertentu, dengan m pengamatan

diduga outlier. Indeks A, adalah kumpulan
dari m pengamatan yang diduga outlier.
Dengan kata lain, indeks A, artinya ada
outlier, sehingga:

YA,,. : himpunan dari variabel dependen dengan
pengamatan yang ada outlier.

YAC : himpunan dari variabel dependen dengan

pengamatan tanpa outlier.

Berikut adalah definisi dari fungsi
Likelihood Displacement Statistic (LD) untuk
pengamatan yang ada outlier.

Definisi 1 (Christensen 1991)
LD dengan pengamatan yang ada outlier untuk
B dengan diberikan X adalah:

Lo, (BE)= P w(BY b B [z Y5
dimana ﬁ‘.(ﬁj) adalah estimasi maksimum
likelihood dari X ketika B diestimasi oleh
-

B, .

Definisi 2 (Christensen 1991)

LD dengan pengamatan yang ada outlier dan
bersyarat adalah:

LD, (B, X |B ,%|= | z(lh B,z (B ul))

(6)
dimana:
0=(8, X[8]])
0 ={(Bs, (m L))} (87,2 8]
{ } menotasikan suatu fungsi yang

bentuknya 62 ( éch )

Estimator dari B dengan pengamatan tanpa
outlier adalah:

B =B{ XY Ko
dimana

1+(1-Q, ) @, =(1-q, |
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dan estimator dari X dengan pengamatan

e

B ) adalah:
BB )=— £

4
-1
% 9.
n-m

1 .
i

n-m
sehingga fungsi likelihood dalam model linear
multivariat dengan pengamatan yang ada

outlier adalah:
Lo (Bg)= P w{BY B =

tanpa outlier yaitu ﬁl(

Optimasi nonlinear

Masalah optimasi ditentukan oleh karakteristik
fungsi tujuan dan fungsi kendala. Permasalahan
optimasi disebut nonlinear jika fungsi tujuan
dan fungsi kendalanya mempunyai bentuk
nonlinear pada salah satu atau keduanya
(Bazaara et al. 1993).

Pada optimasi dengan kendala, persamaan
yang akan dioptimasi dapat dituliskan sebagai
berikut:

Maksimumkan (minimumkan):

2(2)=¢(2,.2,L .7,

Kendala : k,(Z) =b, dan Z D 0.

Optimasi dengan kendala ini dapat diselesaikan
dengan menggunakan pengganda Lagrange
seperti berikut ini:

L:g(Z)—gYE/\,,(kp(Z) ~b,).

’
p=l

METODE

Pembahasan dalam makalah ini dilakukan dengan
pendekatan teoretik. Secara garis besar, langkah
pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah
mencari solusi persamaan Schrodinger PDM sistem
osilator harmonik secara analitik, yaitu berupa nilai
eigen energi (En) dan fungsi eigen (¥n), dengan
menggunakan metode transformasi. Langkah kedua
adalah melakukan aproksimasi m(x)=1 dan u(x)=x
untuk melihat apakah hasilnya mereduksi menjadi
hasil untuk sistem osilator harmonik dengan massa
konstan. Langkah kedua ini sekaligus sebagai
verifikasi apakah hasil yang didapat konsisten atau
tidak. Pada bagian akhir akan ditinjau pula
beberapa bentuk fungsi massa yang bergantung
posisi dan potensial yang dibangkitkannya, serta
interpretasinya secara fisis.

Pendeteksian outlier dengan Metode LDL
berdasarkan langkah-langkah:
a. Mengumpulkan m pengamatan yang diduga

outlier.
b. Mendeteksi outlier pada model dengan asumsi

Ved E) NP( 0,1) dimulai dengan membuat
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L(BxX), lalu menentukan B dan 3 untuk
mendapatkan L( ﬁ,ﬁ) .

¢. Memaksimumkan L(B,X) dengan kendala jika
ada m Dbuah peng-amatan adalah outlier
menggunakan pengganda Lagrange, lalu
membuat InZ(BZ) dan menentukan Vec(B)

dengan program nonlinear.
HASIL DAN PEMBAHASAN

Nilai eigen energi E, dan fungsi eigen ¥(x)
sistem osilator harmonik PDM
Penelitian ini dibatasi hanya pada pendeteksian
outlier pada pengamatan dalam model linear
multivariat dengan Metode LDL. Pendeteksian
outlier dalam model linear multivariat dimulai
dengan memisalkan ada m pengamatan yang
i jer | A i Y, Yy, L, Y L,Y
diduga outlier ( m) dari ¥ 7, oy by by
, sehingga YA,,, adalah himpunan dari variabel
dependen dengan pengamatan yang ada outlier
dan YAC adalah himpunan dari variabel

dependen dengan pengamatan tanpa outlier.
Sebelumnya, jika dipunyai variabel independen
sebanyak p dan variabel dependen sebanyak ¢,
maka model linear multivariat (1) secara
simultan dapat ditulis sebagai:

Y = ( J MX )B + E
nxq %1 Loton) (p #)xg nxq
= XVJX(p+]) B(p+l)xq + Enxq (7)

Dari (7) dapat ditulis dalam bentuk vektor:

Vec(Y) =(Iqﬁ\)ec ]i-l-Yec E( )

Pendeteksian outlier pada dalam model
linear multivariat dengan asumsi seperti pada
(3) dimulai dengan membuat fungsi likelihood

untuk populasi L(B,E), lalu menentukan B

dan ¥ . Estimasi parameter B pada (7) dengan
fungsi likelihood seperti pada (4) dengan
Metode MLE dimulai dengan meloga-
ritmanaturalkan (4), sehingga:

InL(BX)= Fq fn _2 |z

-%tr(E"(Y X v X (8)

Kondisi optimal (maksimum atau
minimum) dicapai bila memenuhi kondisi
berikut ini:

Jika logaritma natural dari fungsi likelihood (8)
diturunkan terhadap B dan disama-kan dengan
nol, maka:
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OnL(BX)

B
diperoleh:

B=(X'X] XY
Kemudian jika (8) diturunkan terhadap ¥ dan

disamakan dengan nol, maka:
OlnZ(BX)

>

:—%tr( 'Y XB X) o

:—%tr(n)i_l —iﬁid(Y Xﬂr( Y XI}) b

diperoleh:
| A\ T A
£=-(Y-xB) (Y-XB)
n
Untuk memaksimumkan fungsi /likelihood
L ( B,X ) dengan kendala

(Vec(f}) —Vec( B))T( \A/al( Ve(( la)l)( Ve(: l} -Ve(; $)
jika ada m buah variabel dependen adalah

outlier dengan menggunakan pengganda

Lagrange, dimulai dengan membuat 1nL[ B,Z]

dan menentukan Vec(ﬁ) dengan program

nonlinear. Metode ini disebut dengan Metode
LDL yaitu suatu metode yang menghilangkan
pengamatan yang outlier pada model dengan
kendala yang menggunakan pengganda
Lagrange.

Fungsi likelihood untuk B yaitu (4),

sehingga fungsi likelihood untuk ﬁi adalah:

(n=m) p

L(Bj’",ij):(ZIT) ) Ej expl)
dimana

o= §ol(=) (v x ) (v xu)
Berdasarkan (7), diperoleh:
Y, = X, B, ;dan

Vec(Yj) ~N p( B.0I ),

dan berdasarkan (2) diperoleh:

Bl N N | X
dimana
XX xx-.

(x$) ¥ =X'y-X Y,

Am Au

Estimasi dari B setelah outlier dikeluarkan
(f}f) adalah:
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1%“":( X'X x)x( XTY)
b (K Nfo [efvtah |
sechingga:
B, =B-{X'x X [0- F 7,
dan diperoleh pula:
~N L B XEXo +O
dimana
0=(lxy" w0 - |va” [k x]x" e ] -

Permasalahan di atas bersifat umum,
sehingga nilai optimal yang diperoleh bisa saja
bukan nilai yang paling optimal. Oleh karena
itu digunakan pengganda Lagrange, sehingga
nilai optimal yang diperoleh diharapkan
merupakan nilai yang paling optimal pada
daerah kepercayaan yang telah ditentukan.
Secara umum daerah kepercayaan

(1-a)100% untuk Vec(B) adalah:

[vedi |- feell| [ Ve edh o[ ) veba ]

sehingga daerah kepercayaan (1- a) 100 untuk

model dimana outlier-nya telah dihilangkan

(Vec( )) adalah:

el velf] [ Tvsi Yot | vl
©)

untuk £, =K

a
-1,

Untuk menyelesaikan permasalahan
nonlinear di atas digunakan pengganda
Lagrange. Misalkan fungsi tujuan (8) dengan
kendala (9), maka fungsi Lagrange-nya dapat
ditulis:

F(BE )= [B,Y) {H SF. |

dimana:
B,] vef 8]

F= ( Vec(
A A~ -1

dan S= Var( Vec ( B: ))
Kondisi optimal dicapai bila memenuhi kondisi
berikut ini:

Fungsi Lagrange (10) diturunkan terhadap
B dan disamakan dengan nol, maka:
0F(BxX,A) OmL(B,XZ)

B B
Berdasarkan (8), maka diperoleh:

dimana v, =p dan v,=n-p

(10)
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B=(X'X] XY
Dengan menggunakan
kronecker diperoleh:

Vec(B) :(Iql:l (x"x)" XT)Vec(Y).

sifat hasil kali

dengan E(Vec(f})) =Vec(B)
dan \Alar(Vec(lAS)) =3 . (XTX)_l
Sehingga untuk pengamatan dalam model

linear  multivariat dengan m  outlier
dihilangkan, diperoleh:

B =B-(X'x)'xi (@ B
dengan E ( Vec(ﬁ;)) = Vec( B, )
Fungsi Lagrange (10) diturunkan terhadap
X dan disamakan dengan nol, maka:
*(BX,A) nL(B,Z)
> >
Berdasarkan (8), maka diperoleh:

£=1(v-x8) (v-xB|
n

Fungsi Lagrange (10) diturunkan terhadap A

dan disamakan dengan nol, maka diperoleh:

(VSC(B]— V*cBJ ( ar Vec%) (VCB (

Selanjutnya menentukan nilai estimasi dari

parameter yang optimal dengan metode

numerik yang menggunakan kondisi Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) pada program nonlinear.
Program nonlinear Metode LDL dengan

kondisi KKT adalah:

Maksimumkan:

F(BE )= I [B,Y 4@ SF. }-

Kendala:

FF'SFOK

Vec(B) :(Iq 0 (XTX)"XT)Vec(Y)

flex

)i:l(Y—xﬁ)"(Y—xﬁ)
n

MF SF-k} =0

Solusi terakhir akan mendapatkan X, X,L

yang optimal.

Untuk kasus khusus 0, dari 0, maka LD
dapat dimodifikasi sebagai
LDL, (0]0,)= 4 1’9 -1 ‘o, 9, "))
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dimana® =(B,X), 8 =B, 0, =X schingga
0= ( B, ﬁ‘.) , dan diperoleh:

LDL, (BE ) =2(mz{BE) -mL(E X (B¢ )))
Fungsi likelihood dengan kendala sebanyak m

pengamatan yang diduga outlier adalah:

L(BeB( ")) =mEh ()| e (A)

dimana:

a=tf(x(m)) (v xom ) e xim )

B =B XX’ X:(Q - )3' * dan

il - £

Setelah mendapatkan ﬁi dan ﬁ(l%j ),

selanjutnya ditentukan fungsi Likelihood untuk
pengamatan yang ada outlier yaitu:

LDL, = LDL, (BE )
=2(nz(BY') -nrfp x(BY)))

melogaritmanaturalkan

an
Dengan dan

membuang ﬁj pada (11) di atas, diperoleh:

(12)

dimana C| =(i - QM)_]I 4(1 - A,,,)_]'

4

Lpn:=¥ 7

LDL, didekati ,
- =1 % %

dengan

sehingga LDL, ~F
dimana v, =p dan v, =n—p-1,

Penentuan outlier dilakukan dengan
membandingkan LDL _ ~pada (12) dan F
dengan uji hipotesis adalah:

H, : A bukan outlier dan
H : A adalah outlier.
Jika LDL > A\ F

A hitung tabel ° maka tOlak H(] >
artinya pengamatan tersebut adalah outlier.

KESIMPULAN

Penentuan dan pendeteksian outlier pada
model linear multivariat menggunakan
pengganda Lagrange yang disebut Metode

Pendeteksian Outlier........... (Makkulau et al.)

LDL. Pengganda Lagrange yang digunakan
adalah daerah kepercayaan dari vektor
parameter dimana pengamatan yang outlier
telah dihilangkan dari model. Penentuan nilai
estimasi dari parameter yang optimal dilakukan
melalui metode numerik dengan menggunakan
kondisi KKT pada program nonlinear. Metode
ini membandingkan nilai LDL hitung dengan
nilai tabel F' yang akan mengikuti distribusi F.
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